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1 Einleitung

Im Mathematikunterricht wird ausgehend von der Umgangssprache eine Fach-
sprache entwickelt. Um das einfach und verstindlich zu tun, muss dabei mit
Begriffen sparsam umgegangen werden und miissen die notwendigen Begriffe
sehr sorgfiltig eingefiihrt werden. Damit Schiilerinnen und Schiiler Mathematik
als verstehbar erleben konnen, ist Sicherheit im Umgang mit den grundlegenden
Fachbegriffen unabdingbar.

Zu diesen wichtigen Grundbegriffen gehort der Begriff Gleichung. Viele Si-
tuationen des Alltags, der Wirtschaft, der Technik und der Naturwissenschaf-
ten werden durch Gleichungen modelliert. Diese zu losen gehort zu den zentra-
len Aufgaben von Mathematiker/inne/n. Auch im Lehrplan der AHS-Unterstufe
(kundgemacht am 11. Mai 2000 im BGBI. II Nr. 133/2000) kommt das Wort Glei-
chung vor. Es gehort nicht zur Umgangssprache, daher ist es fiir Schiiler/innen
zunichst ein Fremdwort.

Im ersten Abschnitt dieses Beitrages wird zuerst an Hand von Beispielen iiber-
legt, was wir vom Begriff ,,Gleichung erwarten, dann wird der Begriff (ohne Ver-
wendung der Begriffe ,,Term* und ,,Variable, in Spezialfillen auch direkt aus der
Umgangssprache) so definiert, dass er auf alle angefiihrten Beispiele zutrifft.

Im zweiten Abschnitt geht es um das Losen von Gleichungen. Als allgemeine
Losungsstrategie wird das ,,erlaubte Umformen* von (Systemen von) Gleichun-
gen besprochen. Lineare Gleichungen haben oft unendlich viele Losungen. Ein
wesentlicher Teil des Losens von linearen Gleichungen ist es dann festzulegen,
wie die Menge aller Losungen durch endlich viele Daten beschrieben werden
kann.

Im dritten Abschnitt wird am Beispiel der ,Jinearen Regression gezeigt, dass
die Uberlegungen der ersten zwei Abschnitte zum Verstindnis von Resultaten
scheinbar ganz anderer Gebiete beitragen konnen.

Dieser Beitrag ist die schriftliche Ausarbeitung meines Vortrages beim Leh-
rerfortbildungstag am 21. April 2006 in Wien.
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2 Was ist eine Gleichung?

Bevor wir den Begriff Gleichung definieren, betrachten wir einige Beispiele, auf
die dieser Begriff zutreffen soll:

Beispiel 1: Fritz sagt zu Anna: Denke Dir eine Zahl, addiere dazu 2, multi-
pliziere das Ergebnis mit 3 und ziehe dann 2 ab. Anna sagt: Jetzt habe ich
16. Fritz soll nun die Zahl, die sich Anna gedacht hat, berechnen. Bezeich-
nen wir diese Zahl mit z, dann ist 3(z+2)-2=16.

(,,Eine lineare Gleichung in einer Unbekannten®).

Beispiel 2: Eine Bank verspricht, bei Einlage von 1000 Euro nach vier Jah-
ren 1100 Euro auszuzahlen. Welchem (effektiven) Zinssatz entspricht das?
Bezeichnen wir den Zinssatz mit p, dann ist
1100 = 1000(1 + L) .
100
Es soll eine positive reelle Zahl p mit dieser Eigenschaft berechnet werden.
(,,Eine algebraische Gleichung in einer Unbekannten®).

Beispiel 3: Die Randpunkte eines rechteckigen Metallgitters mit quadrati-
schen Maschen werden erhitzt.
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Wir bezeichnen mit / die Menge der inneren Punkte und mit R die Menge
der Randpunkte des Gitters. Fiir jeden Gitterpunkt p sei ¢, die Temperatur
in p. Vorgegeben sind die Temperaturen ?,,, p € IR, die konstant gehalten
werden. Aufgrund des Temperaturausgleichs gilt fiir jeden Punkt p € [
nach einiger Zeit
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wobei £(p),r(p),u(p),o(p) der linke, rechte, untere bzw. obere Nachbar von
p ist.

Berechne die Temperaturen ¢, p € I !

(,,Ein System von linearen Gleichungen in mehreren Unbekannten*).

Beispiel 4: Es sei g : R — R eine stetige Funktion.

Gesucht sind alle zweimal stetig differenzierbaren Funktionen y : R — R
so0, dass die Summe der Funktion y und ihrer zweiten Ableitung gleich g ist
W' +y=9.

(,,Eine gewohnliche Differentialgleichung™).

Definition. Eine Gleichung ist eine Aufgabe:

Gegeben sind eine Funktion f : D — W von einer Menge D (dem Definitions-
bereich) in eine Menge W (dem Wertebereich) und ein Element w des Wertebe-
reiches.

Gesucht sind alle Elemente d im Definitionsbereich, deren Funktionswert unter f
gleich w ist (f(d) = w). Diese Elemente heien Lisungen der Gleichung.

Als Kurzschreibweise fiir diese Aufgabe verwenden wir

flz)=w.

Bei dieser Schreibweise wird angenommen, dass der Definitionsbereich von f
bereits vereinbart wurde.

Sind D und W Vektorraume (zum Beispiel R oder R™) und ist f linear oder
affin, dann spricht man von einer linearen Gleichung. Sind D und W gleich R
oder C und ist f eine Polynomfunktion, dann liegt eine algebraische Gleichung
vor. Sind D und W geeignete Funktionenrdume und ist f ein Differentialoperator,
dann nennt man die Aufgabe eine Differentialgleichung.

Bemerkung. Nach dieser Definition ist 3 + 2 = 2 4 3 keine Gleichung, sondern
eine (wahre) Behauptung.

Sind 2x + 3 und x — 5 Polynome, dann ist auch 2z 4+ 3 = x — 5 keine Gleichung,
sondern eine (falsche) Behauptung.

Wird 2z + 3 = x — 5 aber als Kurzschreibweise fiir eine Gleichung verwendet,
dann ist damit gemeint: Finde eine Zahl z so, dass 2z + 3 = z — 5 ist.

Wir zeigen nun, dass die in den Beispielen 1-4 beschriebenen Aufgaben Glei-
chungen sind. Weiters wird in den Beispielen 1-3 vorgeschlagen, wie der jeweilige
Spezialfall von Gleichungen fiir sich allein in einfachen Worten definiert werden
kann.



Beispiel 1: Diese ,lineare Gleichung in einer Unbekannten* ist durch die
affine Abbildung

fR— R, 2+—3(z+2)—2

gegeben. Gesucht ist eine Zahl z mit f(z) = 16.

Einfache Formulierung: Eine ,lineare Gleichung in einer Unbekannten* ist
die folgende Aufgabe: Gegeben sind Zahlen a, b, ¢, d, gesucht ist eine Zahl
z mit der Eigenschaft az + b = cz + d.

Beispiel 2: Diese ,,algebraische (oder polynomiale) Gleichung in einer Un-
bekannten® ist durch die Polynomfunktion

FiR—R, x&>1000(1+1i00)4—1100

gegeben. Gesucht ist eine Zahl z mit f(z) = 0.

Einfache Formulierung: Eine ,,algebraische Gleichung (vom Grad n) in ei-
ner Unbekannten® ist die folgende Aufgabe: Gegeben sind Zahlen

o, C1, - - - , C, gesucht sind alle Zahlen z mit der Eigenschaft

Coterz4c?4 - +epz2"=0.

Beispiel 3: Dieses ,,System von 36 linearen Gleichungen in 36 Unbekann-
ten* ist durch die affine Abbildung

f:RI — R!

1

(@p)per — (2p = 7 () + Tr) + Tu) + To)) et

gegeben. Gesucht ist eine Familie (¢,),c; mit f((¢,)per) = 0 € R,
Einfache Formulierung: ,,Eine lineare Gleichung in n Unbekannten* ist die
folgende Aufgabe: Gegeben sind Zahlen a4, . . ., a,, und b. Gesucht sind alle
n-Tupel (21, ..., 2z,) von Zahlen mit

a1z1+ ...+ apz, =0.

Ein ,,System von m linearen Gleichungen in n Unbekannten® ist die fol-
gende Aufgabe: Gegeben sind m lineare Gleichungen in n Unbekannten.
Gesucht sind alle n-Tupel von Zahlen, die Losungen von allen m linearen
Gleichungen sind.

Falls die Begriffe Matrix, Zeile, Spalte und die Matrizenmultiplikation be-
kann sind, kann ein System linearer Gleichungen kurz so definiert werden:
Ein ,,System von m linearen Gleichungen in n Unbekannten* ist die folgen-
de Aufgabe: Gegeben sind eine Matrix M mit m Zeilen und n Spalten und
eine Spalte s mit m Zeilen. Gesucht sind alle Spalten z mit n Zeilen so, dass
M -z = sist.



Beispiel 4: Diese ,,gewohnliche Differentialgleichung™ ist durch den Diffe-
rentialoperator

f:CR) — CUR), u+—u" +u

und die stetige Funktion g gegeben. Gesucht sind alle 2-mal stetig differen-
zierbaren Funktionen y mit f(y) = g.

Die Abbildung f ist linear, daher ist diese Aufgabe eine lineare Differenti-
algleichung.

In [4], Seite 80, wird der Begriff Gleichung anders eingefiihrt. Dazu wird
der Begriff ,,Term* definiert: ,,Ein Term ist ein Rechenausdruck (eine Rechen-
anweisung), in dem Zahlen, Variable, Rechen- und Vorzeichen auftreten konnen.*
Dann: ,,Gleichungen bestehen also jeweils aus zwei Termen, die durch ein Gleich-
heitszeichen verbunden sind. “

In diesem Sinn wéren auch die Aussagen 34+ 2 = 2+3und3+1 =4+1
Gleichungen.

3 Wie lost man eine Gleichung?

Eine oft verwendete Strategie zur Losung von Aufgaben ist: Wenn man eine Auf-
gabe nicht sofort 16sen kann, ersetzt man diese Aufgabe durch eine einfachere,
die aber dieselben Losungen hat. Das wiederholt man solange, bis man bei einer
Aufgabe landet, deren Losungen man kennt. Diese Losungen sind dann auch die
Losungen der urspriinglichen Aufgabe.
Zwei Gleichungen mit gleicher Losungsmenge heillen zueinander dquivalent.
Auf Gleichungen angewendet, ergibt sich die Strategie des ,,erlaubten Umfor-
mens“: Gehe von einer Gleichung zu einer dazu dquivalenten einfacheren Glei-
chung iiber. Fiihre diesen Schritt kontrolliert so lange aus, bis die Gleichung ,,tri-
vial* wird.

Beispiele:

e Die Aufgabe
3(x+2)—2=16

(,,Finde eine Zahl z mit 3(z + 2) — 2 = 16“) wird schrittweise in die dazu
dquivalenten Gleichungen 3z + 4 = 16, 3z = 12 und x = 4 umgeformt.
Die gesuchte Zahl ist also 4.

e Es seien p und q reelle Zahlen. Die Aufgabe
2> +pr+q=0
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(,.Finde alle reellen Zahlen z mit z? + pz + ¢ = 0°) wird in die dazu #qui-
valente Gleichung
(r+5) = (5)—q
2 2
umgeformt. Es ist also zuerst eine reelle Zahl / zu berechnen, deren Quadrat
(%)2 —q ist. Wenn sie existiert, hat auch —h diese Eigenschaft. Die Losungen
der Aufgabe sind dann —% + hund —£ — h.

e GauB-Algorithmus (oder Fang-Cheng-Algorithmus, 2. Jhd. v. Chr.): Ein
durch eine Matrix M und eine Spalte s gegebenes System linearer Glei-
chungen

M-z=s

(,,Finde alle Spalten z so, dass M - z = s ist*) wird durch zielgerichte-
tes elementares Umformen (Multiplikation von M und s mit geeigneten
Elementarmatrizen) in eine dazu dquivalente Gleichung

(P-M)-z=P-s

in Dreiecksform (oder sogar oberer Zeilenstufenform) umgeformt. Dabei ist
P das Produkt der verwendeten Elementarmatrizen, also invertierbar. Daher
sind die Losungsmengen von M - x = sund (P - M) -x = P - s gleich.
(Siehe [2], Kap. A2).

e Buchberger-Algorithmus (1965): Ein durch Polynome f, . .., fi in n Unbe-
kannten gegebenes System algebraischer Gleichungen (,,Finde alle n-Tupel
z 80, dass f1(z) = fa(2) = ... = fr(z) = 0 ist*) wird in eine ,,Grobnerba-
sis* umgeformt. Daraus kann zum Beispiel die Existenz von Losungen oder
die Endlichkeit der Losungsmenge unmittelbar abgelesen werden. (Siehe
[1], Chapter 2).

Hat eine Gleichung unendlich viele Losungen, dann stellt sich die Frage, ob
und wie die Losungsmenge durch endlich viele Daten dargestellt werden kann.
Die Darstellung soll so sein, dass man damit sofort jede gewiinschte Anzahl von
Losungen anschreiben kann. In manchen Fillen ist das moglich.

Beispiel: Eine lineare Gleichung in 3 Unbekannten.
Gegeben sind Zahlen ¢y, ¢5, c3 und b. Dabei nehmen wir an, dass ¢; nicht 0 ist.
Gesucht sind alle Tripel von Zahlen (a4, a2, a3) mit der Eigenschaft

Cl'al—l—CQ'ag—l—Cg'ag:b.
In Kurzschreibweise:

Cl'ZE1+CQ'IL‘2+Cg'ZE3:b.
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Man sieht leicht, dass diese lineare Gleichung beliebig viele Losungen hat.
Dieselbe Aufgabe mit O statt b ist die zugehorige homogene Gleichung.
Die folgenden drei Beobachtungen sind einfach zu iiberpriifen, aber wichtig:

(1) Kennt man (irgend)eine Losung der Gleichung
C1'l’1+02'$2+03'l’3:b,

dann erhilt man alle Losungen, indem man zu dieser alle Losungen der
zugehorigen homogenen Gleichung

Cl-T1+C T+ c3-x3=0
addiert.
(2) Ist z = (z1, 29, 23) eine Losung von
ClL T+ C-xo+c3-x3=0
und ist ¢ eine Zahl, dann ist auch ¢ - z eine Losung.
(3) Die Summe von zwei Losungen von
c1-x1+cy-xr9+cg-23=0
ist wieder eine Losung.
Man sieht sofort, dass (—cy, ¢1,0) und (—c3, 0, ¢;) Losungen von
Cl1-T1+C a9+ c3-x3=0
sind und dass (%, 0,0) eine Losung von
C1-T1+cCy-Togt+cz-x3=">
ist. Aus (2) und (3) folgt, dass fiir jedes Zahlenpaar (s, t) auch das Tripel
s(—c2,¢1,0) +t(—c3,0,¢1)

eine Losung von
Cl'{L‘l‘l—CQ'ZEQ—f—Cg'ZL'g:O

ist. Ist umgekehrt (21, 22, 23) eine Losung von

C1 Ty +cCy-xp+c3-w3 =0,



dann ist

P z
(21,22, 23) = —2(—0270170) + —3(—63,0701> :
C1 C1

Mit (1) ist daher die Losungsmenge von
c1-T1+cy-r9tcg-x3=">0

gleich
{<§7070) + s(—ca,c1,0) +t(—c3,0,¢1) | 5,6t € R} .
1

Allgemein folgt aus (2) und (3), dass die Losungsmenge einer homogenen
linearen Gleichung ein Vektorraum ist. Ein Vektorraum kann durch eine Basis gut
beschrieben werden: alle Elemente des Vektorraums konnen in eindeutiger Weise
als Linearkombination der Basisvektoren geschrieben werden.

,Eine lineare Gleichung 16sen bedeutet daher: Berechne irgendeine Losung
dieser Gleichung und eine Basis des Losungsraums der entsprechenden homoge-
nen Gleichung. Das gilt fiir das im Abschnitt 1 in Beispiel 3 angegebene System
linearer Gleichungen ebenso wie fiir die lineare Differentialgleichung im Beispiel
4.

4 Lineare Gleichungen mit ungenau bestimmten Da-
ten

Eine durch f : D — W und w € W gegebene Gleichung hat genau dann eine
Losung, wenn w in f(D) := {f(d)|d € D}, dem Bild von f, enthalten ist.
Beispiel: Das Bild von

f:R* — R?, (s,t) — (s +1t,25+21)

ist
{(r,2r)|r € R},
also hat die durch f und (1, 1) gegebene Gleichung keine Losung.

Ist W = R"™ und wird w durch Messungen bestimmt, kann es auf Grund
von Messfehlern vorkommen, dass die durch f und w gegebene Gleichung kei-
ne Losung hat, obwohl (zum Beispiel aus physikalischen Griinden) eine Losung
existieren miisste. Die Losbarkeit der Gleichung kann dann ,,erzwungen* werden,
indem man w durch ein Element w’ im Bild von f ersetzt, das ,,moglichst nahe™
bei w liegt. Dazu muss aber ein Abstandsbegriff auf 11 festgelegt werden.



Beispiel:
Wir nehmen an, dass die Ausdehnung eines Metallstabes linear von der Tempera-
tur abhéngt, also durch eine lineare Funktion

a:R— R, z—c-z,

(mit ¢ € R) beschrieben wird. Wir wollen diese Funktion a, oder dazu dquivalent,
die Zahl ¢ = a(1) bestimmen. Die Ausdehnung des Stabes wurde bei Temperatu-
ren tq,...,t, gemessen, die Messwerte seien wy, . . . , w,. Das n-Tupel

w = (wy,...,w,) € R"

ist also (durch Messungen) gegeben, gesucht ist eine Zahl ¢ € R mit
Wy = Cly, ..., Wy = Cly .

Wir wollen somit die durch
f:R—R" ¢c+——c-t,

und w € R™ gegebene lineare Gleichung 16sen, dabei ist t := (t1,...,,).
Wenn w wegen der Messfehler nicht auf der Geraden

fR)={r-t|reR}

liegt, hat diese Gleichung keine Losung.
Wihlen wir auf R™ den durch das Standardskalarprodukt

< (21, T0), Y1y e Yn) >i= Zmiyi
i=1

definierten Abstandsbegriff
lz =yl =<z —yx—y>,

dann ist das n-Tupel w’ € f(R), das w am néchsten liegt, der FuBpunkt des Lotes

von w auf f(R):
, <w, >

<t,t>
Die gesuchte Zahl c ist also

<w,t > o Z?:l w;t;
<tt> Y.t

1=1"1




(Der FuBpunkt des Lotes eines Vektors u auf einem Untervektorraum V' wird
berechnet, indem man eine Orthonormalbasis vy, ..., v, von V bestimmt. Dann

ist
k
Z <u,v; > v;
i=1

der FuBBpunkt des Lotes von u auf V).
Der Abstand von w zum FuBpunkt w’ ist

n

Jw —w'[] = | > (w; — ct;)?.

=1

Da dieser minimal ist, ist die Summe der ,,Fehlerquadrate” minimal. Das erklirt
die ,,Methode der kleinsten Quadrate® (siehe [3], Abschnitt 4).

Mehr Rechenaufwand ist erforderlich, wenn nicht a(0) = 0 verlangt wird, d.h.
wenn ¢ nur affin und nicht linear sein muss. Dann wird eine Funktion

a:R—R,z+——c-z+d

gesucht, die durch zwei Zahlen c, d bestimmt ist.
Wir miissen dazu die durch

f:]R2 — R"  (¢,d) — (c -t +d,...,c-t, +d),
und w € R" gegebene lineare Gleichung 16sen. Das Bild von f ist die von
f(0,1)=(1,...,1)=:1und f(1,0) =t

erzeugte Ebene in R”. Die mit dem Schmidt’schen Verfahren aus (1, ) konstru-
ierte Orthonormalbasis dieser Ebene ist

Yy o)

no|

wobel v ;= t — <1n—’t>1 ist.

Daher ist der FuBpunkt des Lotes von w auf diese Ebene gleich

L) )

w = - 1+ (v, 0)
(v, w) (Lw) (1,¢) (v,w)
_<U,U>t+( n n (U,U>>1
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Die gesuchten Zahlen sind also

und
Lw) (1,t) (v,w)

_
d= n n (v,v)

Der Graph der so bestimmten affinen Funktion a heif3t Regressionsgerade der
Punkte (¢1,w,),. .., (t,, wy,) .
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